Lektion 6: Lineare Gleichungen und lineare Gleichumgssysteme, Tell |l

Bisher hatten wir lineare Gleichungssysteme mit marei Variablen kennen gelernt, die
Losung solcher Gleichungssysteme entspricht z.Bn @&chnittpunkt von zwei linearen
Funktionen, die aber erst in einer spateren Lelbesprochen werden sollen. Auf dem Weg
zur Losung haben wir zwischen drei Losungsverfalur@erschieden, die zwar alle zum Ziel
fuhren, jedoch nicht alle gleichermal3en praktikasored.

Reichen zwei Variablen fur den Losungsansatz zeneiroblem nicht mehr aus, werden
also drei oder mehr Variablen bendétigt, sind dishbrigen Verfahren unpraktisch. Zum
Losen von Gleichungssystemen aus mehr als zweiablan steht ein modifiziertes
Additions-/Subtraktionsverfahren zur Verfigung, daaul3’sche Eliminationsverfahren
oder kurz:Gaul3verfahren.

Gleichungssysteme mit drei und mehr Variablen

Grundsétzlich ist jedes Gleichungssystem eindddasibar, wenn die Anzahl der eingesetzten
Variablen und der Gleichungen Ubereinstimmt. Wieeite in Teil Il beschrieben gibt es
jedoch die beiden Ausnahmen der linearen Abhandigea Gleichungen (unterbestimmte
Gleichungssysteme mit unendlich vielen Losungenyl wes Widerspruchs zwischen
Gleichungen (unlosbare Gleichungssysteme ohne Ilgésyn Im Gegensatz zu nur zwei
Gleichungen sind diese Ausnahmen jedoch nicht isbtleu erkennen, da z.B. eine lineare
Abhangigkeit von Gleichungen nun auch zwischen d@r mehr Gleichungen bestehen
kann; d.h. eine Gleichung kann nun auch durch Aadf®ubtraktion aus anderen
Gleichungen hervorgehen (in Kombination mit vorhenoch durchgeflhrten
Aquivalenzumformungen der Gleichungen). Daher zeigieh die Ausnahmen erst wahrend
der Durchfiihrung des Gaul3verfahrens, was bei Sthidieht zu Verwirrungen fihren kann.
Grundsatzlich gilt:

Werden wahrend der Durchfihrung des Gaulverfahremsner Gleichung alle Variablen
eliminiert und es entsteht einewahre Aussage (,0 = 0%),dann bestand eine lineare
Abhangigkeit zwischen den Gleichungen und das @Gleigssystem hatinendlich viele
Lésungen Erhalt man jedoch einéwiderspruch (z.B. ,5 = 0%), ist das Gleichungssystem
unldsbar.

Das Gaul3’sche Eliminationsverfahren (Gaul3verfahren)

Bereits vor 30 Jahren gab es programmierbare Tasstiener bzw. ,Pocketcomputer”, die
sich mehr oder weniger leicht programmieren lie@egm jedoch seinem Rechner das
GaulRverfahren beizubringen, war schon ein gewiGssshick erforderlich, au3erdem fuhrte
die damalige ,prahistorische” Technologie der Gend¢i grolReren Gleichungssystemen zu
teils unertraglichen Rechenzeiten; damit sind niefita die lacherlichen Unterschiede im
,Hochfahren“ heutiger Computer vergleichbar, sondes konnte sich durchaus um Minuten
bis Stunden handeln, ehe das Programm seine Esgebaiisspuckte. Man musste also schon
mit Variablen und vor allem auch mit der Speiché&zoog haushalten lernen, was heutzutage
komplett vernachlassigt werden kann — moderne Rachmachen fir uns keine zeitlich
erkennbare Unterschiede mehr zwischen Gleichungssgs mit 3 oder mit 30 Variablen,
nur dauert natirlich die Eingabe der Parameter f@ktoren der Variablen) entsprechend
langer.
Im Anhang wird ein Computerprogramm vorgestelltsdan ,Free-Pascal* geschrieben ist;
Free-Pascal ist kostenlos im Internet erhéltlichgdass heute jeder in der Lage ist, z.B. diese
Programmiersprache zu lernen und seine eigenenrdPnoge auf dem PC zu entwerfen.
Gerade die Umsetzung mathematischer Probleme i€@mputerprogramm fihrt zu einem
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deutlich vertieften Verstandnis der Materie, weserediese Technik hier Erwdhnung finden
soll.

Wegen des Computerbezugs wird das Gaul3verfahrematunso erlautert, wie es auch
programmiert werden sollte. Spater wird eine ,Voard-Losung” etwas anders aussehen, je
auch nach den Rechenfahigkeiten des Einzelnen WReddieren und Subtrahieren von
Gleichungen.

Zunéachst wird die Variable bestimmt, die sich ofiehtlich am leichtesteraus allen
Gleichungen bis auf einereliminieren lasst (dem Computer ist das egal, hiermt man
einfach die erste Variable). Die Gleichung mit deatragsmaliig kleinsten Vorfaktor(dem
sogenannten,Pivot* ) der gewdahlten Variable wird nach oben gestellii Hilfe dieser
Gleichung soll die Variable aus allen Gbrigen Gleiagen eliminiert werden. Teile nun diese
Gleichung durch den Pivot (sofern dieser nicht iterel ist), danach wird die
Pivotgleichung nicht mehr verandert ! Nenne nun die Pivotgleichung ,I* (,romisch 1),
wenn es sich um die erste zu eliminierende Varidlaledelt (Entsprechend im Folgenden
L1 L usw.). Addiere oder subtrahiere nun else Gleichung so oft zu/von den anderen
Gleichungen, dass die gewahlte Variable eliminerdl.

Verfahre auf gleiche Weise nach und nach auch emt @hderen Variablen, d.h. setze das
beschriebene Verfahren fur jede Variable einmal(8etze z.B. die Pivotgleichung fur die 2.
Variable an 2. Stelle, teile durch den Pivot, nesiee,ll“ und addiere/subtrahiere Vielfache
von ihr zu/von den Ubrigen Gleichungen aul3er vogidBung | usw.)Wichtig, um es noch
einmal zu betonen:Ist eine Gleichung einmal als Pivotgleichung mit eer romischen
Ziffer benannt und ins Gleichungssystem an die entsechende Position eingeordnet,
wird sie nicht mehr verandert! Dieses Benennungsverfahren weicht damit, wie aashin
dieser Form beschriebene GauRverfahren, von demBriwie das GaulRverfahren in den
meisten Schulblchern angewendet wird! Die in denr (worliegenden) Schulbtichern
beschriebene Durchfiihrung des Gaul3verfahrenslsgisoher und umstandlicher!

Ziel der Eliminationsschritte ist es, eine Gleichumit nur noch einer Variable, eine
Gleichung mit zwei Variablen usw. zu erhalten. Datiy dass wir die Pivotgleichung vor
jedem Schritt jeweils an die nachste obere Posgesetzt haben, erhélt die linke Seite des
Gleichungssystems die so genantg@denstufenform, in der die oberste Gleichung noch alle
Variablen enthalt und auf dem Weg nach unten dacBlingen dann jeweils eine Variable
verlieren. Es folgt dasaufsteigende Losen des Gleichungssystemktse die unterste
Gleichung, d.h. berechne die erste Variable. S#izé.0sung in die nachsthéhere Gleichung
ein und berechne die zweite Variable, setze beideuhgen wieder in die néchsthdhere
Gleichung ein und berechne die dritte Variable usw.

Am Schluss wird dann wieder die Losungsmenge in FEtm: IL = {(X1; X2, ... ; %)}
angegeben, hier eines Gleichungssystems mit nManaind n Gleichungen. Wir nennen ein
solches Gleichungssystem, sofern weder eine lineAbhangigkeit zwischen den
Gleichungen noch ein Widerspruch (s.0.) besteltt) atdimensionales Gleichungssystem.

Beispiel: Losung eines 5-dimensionalen Gleichungsggms mit dem Gaul3verfahren:

| 4a— 2b+ c- 3d+ e= -4 |Beginne mite, dann steht oben bereits die
‘ a+ b-2c+ 4d - 3e= -2 ‘ Pivotgleichung! Nenne sie daher ,I“.
5a+ 4b+ c - 5d+ 2e= 6
‘2a-4b-30- d+ 3e= -4‘
6a+ 5b -4c+ d+ e= 13
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4da— 2b+ c- 3d+ e=
a+ b-2c+ 4d - 3e=
5a+ 4b+ c - 5d+ 2e=
2a - 4b- 3c - d+ 3e=
6a+ 5b -4c+ d+ e=

4a - 2b+ c- 3d+
13a- 5b+ c- &d
-3a+8b- c+ d
-10a+2b-6¢c + 8d
2a+ 7b -5c+ 4d

4a - 2b+ c- 3d+
13a- 5b+ c¢c- &d

10a + 3b - 4d
68a - 28b -22d
67a - 18b -21d

4a - 2b+ c- 3d+
13a- 5b+ c- &d
a+0,3b - 0,4d
68a - 28b -22d
67a -18b -21d

4a - 2b+ c- 3d+
13a- 5b+ c- &d
a+0,3b - 0,4d
-48,4b +5,2d
-38,1b +5,8d

4a - 2b+ c- 3d+
13a- 5b+ c- &d
a+0,3b - 0,4d
-121/13b + d
-38,1b +5,8d

4a - 2b+ c- 3d+
13a- 5b+ c- &d
a+0,3b - 0,4d
-121/13b + d
413/26b

e

0]

0]

0]

-4

-2 [+31
6 |- 21
-4 |- 31
13 |- |
-4

- 14 | Pivotgleichung fur c!
14 [+ 1l
8 |+61l
17 [+51
-4

-14

0 |:10 (Pivotgleichung fur a!)
-76
-53

-4
- 14

0
-76 |-681l
53 |-671I

-4
-14
0
-76 |:5,2 (Pivotgleichung fur d!)
-53

-4
- 14

0

- 190/13
.53 |-581V

-4
- 14
0 | Zeilenstufenform des Gleichungs-
- 190/13 | systems!
413/13

Aufsteigendes Losen: V: 413/26b = 413/13 <=b = 2, einsetzen in V!
IV:-121/13+ 2 + d = - 190/13 <=3 = 4; einsetzen in III!

ll:a+0,3* 2-0,4: 4=0<=>a =1 einsetzen in II!
1:13+1-5+2+c—-5 4=-14<=> = 3 einsetzenin I!

14+1-2.2+3-34+e=-4<=¢=5

Losungsmenge: IL ={(1;2;3;4;5)}.
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Hausaufgabe 1. Teil: Lerne die Vorgehensweise des Gaulverfahrens uliwlebe das
berechnete Beispiel nach!

Anwendung: Aufstellen und Berechnen von linearen @lichungssystemen mit mehr als 2
Variablen

1) Loése das Gleichungssystem und gib die Losunggenan:

ba-d+7c+Ad =2
2a+1-c-4d=-
-4a-+x+d=5
8a+b-4c-6d=-5

2) Ermittle aus der Aufgabenstellung das Gleichaggiem und berechne es:

Aus Guavensaft, Ananassaft, Kokosmilch und Jamarkaverden 4 verschiedene exotische
Cocktails gemixt. Alle nun folgenden Angaben simdml, ermittle aus den Rezepten die
Anteile der Zutaten. Fir den ,Strandzauber” nimnanndoppelt so viel Guavensaft wie bei
der ,Inselstinde” und dreimal so viel wie bei dealfRenbombe”, die wiederum halb so viel
enthalt wie die 4 Anteile im ,Karibikfeuer®. Furti#geres nimmt man einen Anteil Ananassatft,
fur alle Gbrigen Cocktails jeweils doppelt so vi?Vahrend die ,Inselstiinde” lediglich nur
einen Spritzer Kokosmilch bekommt, verlangen ,Stmmuber® und ,Palmenbombe* jeweils
die dreifache Menge, das ,Karibikfeuer® sogar viatreo viel. Nun zur wichtigsten Zutat,
dem echten Jamaikarum, ohne den die Drinks in dzeHhhicht lange genug halten wirden:
Der ,Strandzauber® bekommt vorsichtige 4 Teile, gigselsiinde” bereits deren 6, bei der
.Palmenbombe*“ werden 10 Anteile aufgefullt und géaribikfeuer* bekommt als annéhernd
letale Dosis so viel Rum, wie die Ubrigen Cocktailsammen. Beachtet man diese Angaben,
erhalt man 510 ml ,Strandzauber®, 350 ml ,Inselsgind@40 ml ,Palmenbombe® und 420 mi
.Karibikfeuer*.

Hausaufgabe 2. Teil: Berechne die Gleichungssysteme und gib jeweild.dsingsmenge
an! Rechne aul3erdem die Cocktailaufgabe noch eidunah!

a-b+2c-4d+e=-24
u—-3v+2Ww— =-3

50-7p+2g=-1 da+D+c+A - 2= 24
u+v-5w+2x=11 i
1) |20+3p—-FP=-2 2) 3)|-3a+b-X+d+5%=-15
Su-10v-6nv-1X=-1
-0-2p+4q=36 Sba+b+c+d-6e= 28

—du+4v+ v+ Xx=-1

2a+D-X-d+2=-6
g+h+i+j+k+1=9
3g0-4h+2-3j+ X-4=-2¢

—2g-h+5-3j-k+l =-33 Achtung: Das im Text

4) : : angesprochene Pascalprogramm
Sg+3n+7- " K+ 2=4 wird spéter der Lektion als
50-h+5-6j+&-8=-30 Anhang und mit Erluterungen
4g+2h+ 2+ 5/ - &-1= 31 beigefugt!
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