Lektion 5: lineare Gleichungen und lineare Gleichugssysteme, Teil |l

Bisher haben wir uns mit dem Aufstellen und Loseedrer Gleichungen beschaftigt, der
absoluten Basiswissenschaft der Algebra. Kniffligend die Sache, wenn ein Problem sich
nicht mehr unter Verwendung nur einer Variablen echmsiben lasst. Hierfir ein Beispiel:

Herbert hat fir seine Geburtstagsparty 24 Flasclat- und Weil3wein gekauft und dafir
insgesamt 112 Euro ausgegeben. Der Rotwein koStéfero, der Weil3wein 4 Euro pro
Flasche. Wie viele Flaschen jeder Sorte waren es?

Stellen wir uns etwas geschickt an, werden wir alichdiese Aufgabe lediglich nur eine
Variable benétigen. Schematisch gehen wir dazwso v

x = Anzahl der Rotweinflaschen
24-x = Anzahl der Weil3weinflaschen (da es ja inage24 Flaschen waren)

Es folgt die Gleichung: 5x + 4(24-x) = 112 <=> 596 — 4x = 112 <=>x =16
Also hat Herbert 16 Flaschen Rotwein und somite&€then WeilRwein gekauft.

Am selben Beispiel sehen wir uns nun an, wie didgAlbe unter Verwendung von 2
Variablen geldst werden kann, wir stellen ieneares Gleichungssystenauf:

x = Anzahl der Rotweinflaschen

y = Anzahl der WeiRweinflaschen

Insgesamt waren es 24 Flaschen, also ist die iclGieg: x +y = 24.

Jede Flasche Rotwein kostete 5 Euro, jede Flasobi@Wéin 4 Euro, zusammen waren es
112 Euro; daraus folgt die 2. Gleichung: 5x + 4y12.

X+y=24
Wir erhalten das lineare Gleichungssystem: 4 . Die Gleichungen, die zum
5x+4y=11

Gleichungssystem gehoren, werden durch die ,Bedtagse* als zusammen gehorig
gekennzeichnet.

Wie wird ein solches lineares Gleichungssystem get@

Gleichungssysteme mit 2 Variablen und 2 Gleichungen

Dieser Fall, zu dem auch das oben beschriebeng@iBegehort, ist der einfachste Fall und
wir kbnnen hier 3 Verfahren zur Losung einsetzexdies dieser Verfahren fuhrt zum Ziel,
jedoch ist nicht jedes Verfahren gleich gut geeighee Folgenden soll beschrieben werden,
wie die Verfahren funktionieren und wann das jeigeilVerfahren 1. Wahl ist, um das
Gleichungssystem zu losen.

a) Einsetzungsverfahren: Dieses Verfahren wird dann angewendet, wenn eine de
Gleichungen bereits nach einer Variable umgesstlibder nach einem Term umgestellt ist,

der in dieser Form identisch in der 2. Gleichundtaaicht. Ebenso kann das Verfahren

gewahlt werden, wenn die passende Umstellung dirfaderechnen ist und die weiter unten

geschilderten Verfahren umstandlicher erscheinen.
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y=4x+1
3x-2y=1
Variablen y entspricht, also kbnnen wir die recBite der 1. Gleichung an Stelle der
Variablen y in die 2. Gleichung einsetzen. Wir édra

Beispiel:

J. In der 1. Gleichung steht, welcher Term mit derigblen x der

y =4x+ y:4.(—1—52j+

y=4x+1 y=4x+1 y= 4x+
3x - 2(4x+ 1)= 1})‘3‘3(— & = 1\0‘: ‘— 5= 1t© x =12 o 12
5
_ 43
e
_ 12 5' 5
"5

Naturlich ist es etwas umstandlich, immer die Giairg mit abzuschreiben, die nicht
verandert wurde; ob man seinen LOsungsweg derasfilalich notieren mdchte, ist
Geschmackssache. Allerdings wird der Weg haufigqigeso verlangt!

Da es eine eindeutige L6sung fur beide Variabléh gniissen auch diese beiden Losungen in
der Lésungsmenge genannt werden. Zur Kennzeichilmag Zusammengehdrigkeit werden
beide zusammen in einer Klammer innerhalb der Mekigenmer angegeben und durch ein

Reihenfolge entspricht der alphabetischen Anordnung

b) Gleichsetzungsverfahren: Steht bei beiden Gleichungen auf einer Seite des
Gleichheitszeichens die gleich Variable oder dercgle Term? Dann kénnte dieses Verfahren
den besten Losungsansatz bieten! Selbstverstandjithdas auch fur den Fall, die
geschilderte Situation durch eine einfache Umstelleiner Gleichung erhalten zu kénnen.

zi_ fg ZJ . Da bei beiden Gleichungen links der gleiche Test®ht, muss
offenbar 6y-3 das Gleiche sein wie 10-4y. Es gilhet die Gleichung:

6y-3 = 10-4y <=> 10y = 13 <=>y = 1,3. Diese Loskdgnen wir nun in die 1. oder in die 2.
Gleichung einsetzen (wer mdochte, zur Kontrolle auttbeide Gleichungen), bei beiden
erhalten wir das gleiche Ergebnis fur x. WahlenzaaB. die 2. Gleichung aus:

5x =10-4-1,3<=>5x =10 - 5,2 <=>5x = 4,8 <<= 0,96; IL = {(0,96;1,3)}.

Beispiel: ‘

c) Additions-/Subtraktionsverfahren: Bei diesem Verfahren nutzen wir die Tatsache aus,
dass eine Gleichung nicht nur durch Addition/Sudtom/Multiplikation/Division mit einer
Zahl oder einem Term aquivalent umgeformt werdemkaondern ebenso handelt es sich
um eine Aquivalenzumformung, wenn ganze Gleichungeiteinander addiert oder
voneinander subtrahiert werden. Dabel ist es g@at, evelche Seite der einen Gleichung
jeweils zur linken bzw. rechten Seite der anderdégicBung addiert/subtrahiert wird, denn
schlief3lich gilt ja nun einmal die Gleichheit Sinn macht die ganze Rechnung jedoch nur
dann, wenn nach Addition/Subtraktion in der so beiten Gleichung eine Variable
eliminiert worden ist und nur noch die andere Malealibrig ist. Um dieses Ziel erreichen zu
kénnen, ist es haufig notwendig, zunachst die Gleigen durch geeignete Multiplikation
aneinander anzupassen.
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4x -3y =10
Y . Wir multiplizieren zunachst die obere Gleichung thund addieren
2x+6y=2

anschlie3end beide Gleichungen, dadurch wird dreakle y eliminiert:
4x-3y=10 8- by= 20~ , ) , .

= + < 10x=40+ x= 4. Diese Losung kann nun wieder in
2x+6y=2 X+ 6y= 2
eine der beiden Ausgangsgleichungen eingesetziewetsn so auch y zu berechnen. Wahlen
wir z.B. die 2. Gleichung, erhalten wir: 2-4 +626<=> 8 + 6y = 20 <=> 6y = 12 <=>y = 2;
IL={(4;2)}.

Beispiel:

Um es noch einmal ganz deutlich zu sagerBei allen drei Verfahren wird durch ihre

Anwendung eine Variable eliminiert und eine Gleiegumit nur noch einer Variable erhalten.
Diese kdnnen wir I6sen und durch Einsetzen desHaigses in eine Ausgangsgleichung die
zweite Variable ebenfalls berechnen. Wird durch sBimen, Gleichsetzen oder
Addieren/Subtrahieren nicht eine erste Variablemigliert, ist das Verfahren falsch

angewendet worden und nutzt nichts bei der Bereupdes Gleichungssystems!

Lineare Abhangigkeit der Gleichungen und sich widesprechende Gleichungen

Gelegentlich kommt es vor, dass nach Aquivalenzamimg des Gleichungssystems beide
Gleichungen identisch sind bzw. man erkennt, dass e€ine Gleichung durch
Aquivalenzumformung der anderen Gleichung aus dibsevorgeht. In diesem Fall nennt
man die beiden Gleichungdmear abhangig voneinander. Da nunmehr immer noch 2
Variablen vorhanden sind, jedoch effektiv nur noeime Gleichung zur Ldsung zur
Verfigung steht, hat das Gleichungssystenendlich viele Losungen, wobei jedoch die
beiden Variablen voneinander abh&ngen. Diese Abbkeity der Variablen ist in der
Loésungsmenge aufzufihren.

3x—4y=2
6x 43(’)+ B)j Addiert man in der 1. Gleichung 4y und multipditi die Gleichung
X =

anschlieBend mit 2, erhélt man exakt die 2. GleighiEffektiv steht zur Losung dieses
Gleichungssystems also nur die Gleichung 6x = 48y+zur Verfligung. Wir teilen diese

Beispiel:

Gleichung durch 6 und erhaltenzz—??+—gy. Durch diese Beziehung wird die Abh&ngigkeit

der Variablen x von der Variablen y beschriebere Disungsmenge enthélt unendlich viele

Losungen, es giltiL :{x, yOR/ x:2—£+§y}. Also ist die Losungsmenge die ,Menge mit

den Elementen x und y aus den reellen Zahlen, fér weiterhin gelten muss, dass
x:£)+fy.“ Ist z.B. y = 2, folgt x =2—0+—4-2=§3, eine mogliche Losung ist al 92—8;2 :
3 3 3 3 3 3

Gleichungssysteme, bei denen eine lineare Abhaagigikter den Gleichungen besteht, so
dass effektiv. mehr Variablen als Gleichungen vodesn sind, nennt man auch
unterbestimmte Gleichungssysteme.

Neben der oben geschilderten Besonderheit ist@smadglich, dasbeide Gleichungen sich
widersprechen In einem solchen Fall ist das Gleichungssysteiisbar.

+3y=1
y . Multiplizieren wir die obere Gleichung mit 2, eiten wir eine
4x+6y=2

Gleichung, die auf der linken Seite der unterers@ntht, aber auf der rechten ein anderes

Beispiel:

3
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4x+6y=2
4x+6y=2
wird, indem man z.B. die obere Gleichung von dd¢eren subtrahiert:
L Ax+6y= 2 4x+ oy= 2

1 [4x+ 6y = 23_. “lo=5
unteren Gleichung, dieses Gleichungssystem kameHl&isung haben, also: IL = {}.

Ergebnis hat

3. Das kann offenbar nicht sein, eine Tatsachendah deutlicher

T. Wir erkennen den offensichtlichen Widerspruchder

Hausaufgabe 1. Teil: Lerne die Losungsverfahren zum Lésen von Gleichsygiemen aus
2 Gleichungen mit 2 Variablen!

Anwendung: Aufstellen und Berechnen von Gleichunggstemen

gemeinsame Arbeit:

1) Lose die Gleichungssysteme mit einem geeigrigisangsverfahren:

5x-3y=1
X—3y b)
8x—-6y=2

u+4= -9

a)
9u+12= 10~

2a=7b+ c
5b=4a-

2) Wird zum Finffachen einer Zahl das Doppelte rear@eren Zahl addiert, so erhalt man
30. Andererseits ergibt das Dreifache der zweitahl Zermindert um die Halfte der ersten
Zahl 10.

Hausaufgabe 2. Teil: Lése die folgenden Aufgaben!

1) Begrinde bei den folgenden Gleichungssystemen, welches Agsserfahren du
anwendest und bestimme die Losungsmenge:

) ‘12—4a: ZOH[ b) 8x + y:15J 0 4+3m=4n J' 4s+3t=6 J
4db-6=6a+9 5x-2y=1 2m-3= 2n+ 5s-2t=-1
) ‘3p+l: 49- 3 4x—2=5y+1$
3p-10=5+ 3 x+3=1,25-

2) Stelle jeweils das Gleichungssystem auf une &ss gib die Losungsmenge an:

a) Peter und Uli spielen Elfmeterschiel3en. Zusameneielen sie 47 Treffer, dabei hat Peter
7 Treffer mehr erzielt als Uli.

b) Wird eine Zahl um 3 vermindert und das Ergelmeisireifacht, so erhalt man eine zweite
Zahl, zu der 8 addiert wurde. Wird das Vierfache desten Zahl vom Neunfachen der
zweiten Zahl abgezogen, so erhélt man 24.

¢) Ein Schnappsbrenner stellt Weinbrand und Weiaenker, insgesamt wirde er 500 Liter
erhalten, wenn er doppelt so viel Korn gebrannteh@ind viermal so viel Weinbrand.
Andererseits bekdme er nur 50 Liter Schnapps, veenron der dreifachen Kornmenge die
zweifache Weinbrandmenge abziehen wiirde. Ist dashébpt moéglich?
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