Die quadratische Gleichung und die quadratische Fuktion

1. Ldsen einer quadratischen Gleichung

Quadratische Gleichungen heilen alle Gleichungefalen a X + b x + ¢ = Q wobei a, b, ¢
als Parameter beliebige reelle Zahlen sein konmdie. angegebene Darstellung heif3t
allgemeine Form der quadratischen Gleichung.

Je nachdem, ob die Parameter b bzw. ¢ gleich Oied nicht, ergeben sich verschiedene
Losungsmaglichkeiten fur die Gleichung.

1.1 b =0, die reinquadratische Gleichung
Wenn b = 0 ist, bekommen wir die Gleichung

axX+c=0 - axX=-c
C (Quadratwurzel
a ziehen)

c Wichtig: nicht die Betragsstriche vergessen;
- x| = —g die Quadratwurzel aus einer Zahl kann
niemals negativ sein, x dagegen schon!

C
a V¢ steht naturlich fur ,oder”...

Da im Reellen die Quadratwurzel aus einer negatfadnl nicht gezogen werden kann, finden
sich 2 Losungender Gleichungwenn der Term unter der Wurzel groRer als 0 jedoch

1.2 ¢ =0, die quadratische Gleichung ohne Absolylted
Mit ¢ = 0 erhalten wir die Gleichung

aX+bx=0 o x(@ax+b)=0 x wurde ausgeklammert; es ergibt sich ein
Produkt, das genau dann O wird, wenn
einer der Faktoren 0 wird, also:
PN X1 = 0V
ax+b=0

PN x1:0VX2:_b
a

In diesem Fall muss durch das Ausklammern von xealNurzel gezogen werden; die
Gleichung hat daherhne Einschrankung immer 2 Losungeon denen eine immer O ist.
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1.3 Die allgemeine Form

Wenn weder b noch c gleich 0 werden, muss die @tiadhe Gleichung in ihrer allgemeinen
Form gel6st werden. Dazu geht man folgendermalf3en vo

axX+bx+c=0 teiledurcha:

b o : . b
x>+ = x+— =0 ersetze nun zur Vereinfachung der Schreibweise
e a a a

durch p undg durch qg; es entsteht folgende Form:

) Diese Form der gquadratischen Gleichung ist die
= X*+px+d=0 Normalform; zwei Bedingungen missen hier
erfilllt sein: vor dem X steht kein Koeffizient
(also: 1-x*!) und rechts steht die 0.

Ab hier machen wir uns die binomische Formel
, zunutze; es gilt: @+ 2 ab + b= (a + b ; dabei

< X*+pX=—=0q steht & fur unser ,X und ,2 ab* fir ,p x*. Wir
suchen demnach den Ersatz fur das ,der
binomischen Formel. Da jedoch ,p x = 2 ab* gilt
und ,x* dem ,a“ entspricht, muss ,b = %2 p“ sein.
Daraus folgt: um die binomische Formel anwenden
zu konnen, muss(*z p) addiert werden, die
sogenanntguadratische Ergéanzung

X2+ p X+ (E)z - (B)z —q Nun lasst sich die binomische Formel anwenden:
2 2

LPye_ Py Hier kann man die Quadratwurzel ziehen, um

< (x E) - (E) ~9 endlich an das x heranzukommen! Achtung:
Betragsstriche (s.0.)!

Da die Wurzel nicht negativ sein kann, dagegen

< Ox +§D: ‘/(—g)z -q Jjedoch der Inhalt der Betragsstriche, gibt es zwei

Lésungen, namlich:

p [Py
X+— =+ [(=) -
- . (2) q

Das ist die p-g-Formel zum Ldsen der

quadratischen Gleichung wichtig: diese Formel
- xyp=—+ + [(Py2-q| darf nur angewendet werden, wenn die
2 - V2 quadratische Gleichung in der Normalform

vorliegt!

Wieder hangt die Anzahl der Losungen vom Term udter Wurzel ab, diesen bezeichnet
man auch al®iskriminante D. IstD > 0, gibt es zwei Losungemit

und far (da wir ja aus der negativen Diskriminante nictg d
Quadratwurzel ziehen kdnnen.
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1.4 Zerlegung in Linearfaktoren, der Satz des Viét
Eine andere Losungsmaglichkeit der quadratischecing hat folgenden Ansatz:
Liegt die Gleichung bereits in ihrer Normalform y&ann man ihre Losungen durch die p-g-
Formel finden. Bezeichnen wir diese Losungen afsyand ,v“. Diese beiden Lésungen
erfullen aber auch die Gleichung:
(x —u) (x = v) = Q da hier beim Einsetzen jeweils von ,u” oder ,\tier der beiden Faktoren
0 wird und damit der ganze linke Term.
Da also sowohl unsere Ausgangs- als auch die dbliehung beide die selben Lésungen
haben, kann man d&3eichsetzungsverfahren anwenden:

x*+px+q=0und (x—u) (x=v)=0

= X>+px+q=(x—u)(x—Vv) Klammern auflésen :

- X*+pX+q=X—uX—vVX+uv Rechts teilweise (-1) und x
ausklammern:

xX*+px+qgq=X—(u+v)x+uv Ein Vergleich der Koeffizien-
ten beider Seiten ergibt:

— p=—(Uu+v)bzw—p=u+vundqg=uv

Aus diesen Beziehungen lasst sich 8latz des Viétadormulieren:

Fur die Loésungen u und v einer quadratischen Gleiahng in ihrer

Normalform x*+px+qg=0 gilt: u+v=-pundwu=q.

Diese Erkenntnis lasst sich auch ausnutzen, unhdiangen einer quadratischen Gleichung
der Normalform zu bestimme®jnn macht das allerdings nur dann, wenn diese Losigen
ganzzahlig sind, da das Verfahren andernfalls vietu kompliziert ware!

Dazu geht man folgendermal3en vor:

Bestimme zunachst alle Teiler — Gegenteilerpaare ¢yoliberprife dann, fir welches Paar
(u;v) die Beziehung u + v = - p erfillt ist.

Beispiel:
xX*+8x-9=0; -9=-IP=100-9)=- 3B

Fiur das Paar (1;-9) gilt 1 + (- 9) =1 — 9 == 8p, also lauten die Lésungen:
X1=1Vx=-9.

Wir tberpriifen: (x—1) (x=(-9)) = (x = 1) (X =¥ -x +9x -9 =&+ 8 x — 9.
Bemerkung: die Zerlegung %+ p x + g = (x — u) (x — V), falls u und v Lésumgeon ¥ + p x

+ q = 0 sind, heil3t aucBerlegung in Linearfaktoren, da jeder dieser Faktoren fir sich
betrachtet die Funktion einer Gerade (z.B. f(x)=w), also einer linearen Funktion, darstellt!
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2. Die quadratische Funktion

Die Funktionen der Forrf(x) = a ¥ + b x + ¢ heien quadratische Funktionen, ihr Graph ist
die Parabel. Um die verschiedenen Formen der Parabel zu erkl&amtersuchen wir, wie wir
die einfachste Form der quadratischen Funkiigh= x* , deren Graph didlormalparabel

ist, durch einfache Anderungen der Funktionsvoifidigeinflussen konnen.

2.1 Die Normalparabel f(x) = £

AR A A FL A Um die Normalparabel der nebenstehenden
75 y 7 Abbildung vernunftig zeichnen zu kénnen,
bendtigen wir eine Wertetabelle. Hierfur
I ] werden aus vorgegebenen x-Werten die y-
501 7 Werte nach der Funktionsvorschrift f(x) =
y = X errechnet (beachte: da bei positiven
I ] und negativen x-Werten die gleichen y-
25 7 Werte aus % berechnet werden, reicht
jeweils eine Spalte):

"L | ] x | 0 |05 | 11| 115
| ] X° 0 0,25 1 2,25
X 2 | '25 | '3 | '35

RSN FUNEE SO X 2 | 625 9 | 1225
5.0 2.5 0.0 25 5.0

Der tiefste oder hdchste Punkt der Parabel ist Sidreitelpunkt Dieser liegt bei der

Normalparabel im Koordinatenursprung (0 / 0).
Im Folgenden wird die Funktionsvorschrift durchfatche Rechenschritte gedndert und die

Auswirkung auf die Normalparabel untersucht.

2.2 Addition einer reellen Zahl f: f(x) = ¥ + f

N L B B NN R T NI Als Beispiel setzen wif = 1 undf = -1,

75f y / 4 d.h. wir erhalterf(x) = x% + 1 bzw. f(x) =
x* — 1. Hierzu die Wertetabelle:
50 § X 0 ‘05 1 ‘15
I ] x*+1] 1 1,25 2 3,25
o5l _- x*-1] -1 |-075] O 1,25

X 2 | I25 | 3 | I35

00 -4 X*+1| 5 [ 725] 10| 1325
x*-1] 3 | 525 8 | 11,25

-2.5:— — Besonders nach Zeichnung der Graphen
wird deutlich, dass die Normalparabel

e L L L L (schwarz) durch Addition von nach ober
5.0 25 0.0 25 5.0

(f = 1) bzw. nach unten (f = -1yerschoben wurde. Also ibein Verschiebungsfaktor in y —
Richtung; fir f > 0 nach oben, fur f < 0 nach unten
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2.3 Multiplikation mit einer reellen Zahl a: f(x) = a X

Diesmal setzen wir gleich 3 verschiedene

1 L

75 i - Werte fur a ein, um ein grundliches Bild der
I ] Verdnderungen der Normalparabel zu
[ bekommena =2 a =0,5unda = -1
50 ]
: X 0 o5 | 1 15
[ ] 2 X 0 0,5 2 4,5
231 ] 05¢] 0 0,125] 05 ] 1,125
- X 0 -0,25| -1 | -2.25
0.0 >
i X X T2 25 '3 T35
2 X 8 12,5 18 24,5
25f 1 "05¥X] 2 [3125] 45| 6,125
I ] - X° -4 | -6,25| -9 | -12,25
P P T R PR T S S S
5.0 25 0 25 5.0

-
0
Wir erkennen zunéachstdie resultierenden Graphen wurden nicht durch eine

Verschiebung der Normalparabel erhalten, da der Sohitelpunkt bei allen Parabeln
unverandert im Koordinatenursprung liegt.

Dagegen wurde durch die Multiplikation mit a éherm geandert:

Mit a = 2erscheint die Parabel schlanker als die schwarzem&lparabel; wir sagen daziie
Parabel wurde gestreckt

Durcha = 0,5erhalten wir eine dickere Parabglk wurde gestaucht
Der negative Koeffiziena = -1 (Der natiirlich vor demnur als Minuszeichen erscheint!)
dagegen bewirkt, dass die Parabath unten gedffnetwurde. Durch ,—1“ erhalten wir eine

nach unten getffnete Normalparabel, hatten wir e@é&hlt, ware die Parabel zusatzlich
gestreckt gewesen, bei —0,5 gestaucht.

Insgesamt gilt:

a<-1 — Parabel ist nachnten gedffnet undyestreckt

a=-1 — Parabel ist nachnten gedffnet und di®&ormalparabel
-1 <a <0 (azwischen -1 und = Parabel ist nachnten getffnet undyestaucht
O<a<1(azwischen0und 1 — Parabel ist nachbengedffnet undyestaucht

a=1 — Parabel ist nacbben gedffnet und didlormalparabel
a>1 — Parabel ist nachben gedtffnet undyestreckt
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2.4 Addition einer reellen Zahl e ,unter dem Quadat“: f(x) = (x + e)?

—————————————————————— Wir wéhlene = 1und e = -2 und stellen

75+ y . wieder die Wertetabelle auf. Da in diesem
I ] Fall bereits aus den Zahlen die Art der
i ] Veranderung sichtbar wird, werden noch
50 . einmal die y-Werte der Normalparabel
I ] aufgefluhrt:
25 . X -3 -2 -1 0
I ] X° 9 4 1 0
[ 1 (x+1¥] 4 1 0 1
00 1 x-=2¥] 25 16 9 4
I ] X 1 2 3 4
25 ] X° 1 4 9 16
(x+1Y| 4 9 16 25
TSN [ R T ST SR (T TS N AT S S VR [ T NN (R T
5.0 25 0.0 25 5.0 (x-2y 1 0 1 4

Schon in der Wertetabelle wird sichtbar:

Bei e = 1werden die y-Werte der Normalparaheh eine Stelle nach links verschoben
durche = -2um zwei Stellen nach rechts

Die Graphen bestatigen dieses Bild:

Der Funktionsgraph voffx) = (x + 1Y ist eineum 1 nach linksverschobene Normalparabel,
der vonf(x) = (x — 2f dagegen einem 2 nach rechtsverschobene Normalparabel.

Also: wenn e < 0, erfolgt eine Verschiebung nach chts und umgekehrt. AuRerdem ist
die Erkenntnis wichtig, dass die Form der Normalpaabel nicht geandert wurde!

2.5 Zusammenfassung: Die Scheitelpunktform

Weitere Veranderungen der Funktionsvorschrift fy° der Normalparabel durch einfache
Rechnung sind nicht méglich; sowohl das Ziehen reiMairzel als auch das Potenzieren
wiurden den Grad der Funktion verdndern und sindedaticht zuldssig, bei allen
angewendeten Rechnungen wurden die reellen Zahlegesetzt, wodurch sowohl die
Subtraktion als auch die Division bereits eingesssgn sind.

Wir haben also mit den genannten Verfahren alle mdghen Veradnderungen der
Normalparabel erfasst und daher auf diese Weise abhalle quadratischen Funktionen!

Unsere Ausgangsfunktion wi{k) = a 3¢ + b x + ¢ nun erhalten wir:

f(x) = a (x + ef + f, bei der a die Form und die Offnung der Parabstiiment und die
Position unveréandert lasst, e und f jedoch bei tinaerter Form die Lage der Parabel
verandern. Da sich aus dieser Darstellung die iBosiles Scheitelpunktes der Parabel
ablesen lasst, wird sie auch 8igheitelpunktform der quadratischen Funktion genannt.
Die Koordinaten des Scheitelpunktes lassen sicleidigiicht anhand der Verschiebungen
bestimmen: S hat als x-Koordinate -e und als y-Kdo@ate f: S (-e / f)

Beachte: f(x) =a (x +ef +f =a (X +2ex+ & +f =a X'+ 2aex+a%f =ax’+bx +c,
also lasst sich die Form und Offnung der Parabtlrauch in der Ausgangsfunktion ablesen!
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2.6 Form und Lage der quadratischen Funktion: Schigelpunktform und Nullstellen

Bekanntlich sind didNullstellen die x-Werte, an denen der y-Wert der Funktion Nwiid,
also an denef(x) = 0 gilt. Zur Berechnung der Nullstellen ist daher Bienktionsvorschrift
der quadratischen Funktion gleich Null zu setzem;eshalten eine quadratische Gleichung,
deren LAsung in Kapitel 1 beschrieben wird.

Nun wird uns mir der Scheitelpunktform ein machsi$¥erkzeug in die Hand gegeben, mit
dessen Hilfe alle Aussagen Uber Form und PositemRahrabel getroffen werden kdnnen,
ohne erst eine Wertetabelle aufstellen zu missen.

Daher ist es nutzlich, eine bestehende quadratis€lmktionsvorschrift in die
Scheitelpunktform umzuwandeln, wenn z.B. der Grggreichnet werden soll. Wird nur nach
Form und Offnung der Parabel gefragt, genuigt egetjan, den Koeffizienten a vor derh x
zu betrachten.

Die Umwandlung in die Scheitelpunktform geht folgendermalen:

a wurde nur aus den ersten
beiden Summanden ausge-
klammert!

_ b b ., b Wir kennen sie bereits, die

- fey=ard+ P [Z_a] - [Z_a] )*C quadratische  Ergéanzung!
Hier wird durch ihr
gleichzeitiges Addieren und
Subtrahieren die Funktions-
vorschrift nicht verandert...

fx)=aX+bx+c f(x):a(>8+§x)+c

b b Anwendun der bino-
- f)=alx+ -1+ J

2a mischen Formel!

_ b ., b ., Die aul3ere Klammer wurde
= T =alk +£) -a [5] te aufgelost!
b, b’ Das ist die Scheitelpunkt-
= fX)=a(x+—)'—— +cC b
2a’  4a form mit e = — und
2a
2
f= —b—+ c!
4a

Deutlicher wird die Rechnung an einem Beispiel:
f(x)=3x2+5x+8=3(%+g x)+8=3(>€+§ x+[§]2— [2]2)+8

5, 25 5., 25 5., 71 . 5 71
fx)=3(x+=]1"-—)+8=3X+=)—— +8=3 (X+=) "+ —mitS(-= / —5).
x)=3([ 6] 36) ( 6) T ( 6) T ( 5 12)

Die Parabel ist nach oben geo6ffnet, um den FakgesBreckt, um den We% nach links und

um den Wertz—z1 nach oben verschoben!
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2. Variante:

Viele Schuler scheuen erfahrungsgemall den UmgamngKlammern. Fur sie hat sich
folgende Methode der Umwandlung in die Scheitelpionin bewéhrt:

_ fxX) _ - b c Die ganze Funktionsglei-
fe)=ax+bx+c - ?‘X+£X+g chung wurde durch a
geteilt!
= @ =X+ E + (3)2 - (3)2 + < Die ] ql.Jadr.atISChe E(ga}n-
a a 2a 2a a  zung; sie wird genau wie im
vorhergehenden Beispiel
addiert und subtrahiert...
f(x) b, ,b, ¢ Anwendung der  bino-
c TS T oa) TG mischen Formel!
a 2a 2a a -
_ b ., b ., Hier wurde wieder mit a
- g =al +2_a) —a(z—a) T multipliziert, —der erste
Schritt also rickgangig
gemacht!
b b? Das ist die Scheitelpunkt-
o fx)=a(x+—) ——+c b
2a’  4a form mit e = — und
2a
2
f= —b—+ c!
4a
Rechnen wir das gleiche Beispiel wie oben durch:
f(x):3x2+5x+8©@:>(2+§x +§ ) _ ey +(§)2_(§)2+§
3 3 3 6 6 6
f(x) 8 25 71
X +—- o fX)=3(x+ -~ +8 = 3(X+=)+ —
3(6)()3()()12 ()12

Welchen Weg man letztendlich einschlagt, um zureelpunktform zu gelangen, ist, wie
man am gleichen Ergebnis sehen kann, egal und €&esithmackssache. Bei der 2. Variante
sollte man nur nicht die Multiplikation der Funktiggleichung mit ,a“ am Schluss vergessen,;
hierflr ist bei dieser Methode namlich die Gefatifigr als bei Variante 1!
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